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Глава 18

                    Дифференциальные уравнения        

движения материальной точки              
18.1. Р е ш е н и е.  Выберем начало отсчета в точке О и направим ось Ох вдоль ленты в сторону ее движения. Начальные условия будут: t =0; x  = 0; vx = v. Изобразим в произвольном положении кусок угля на ленте конвейера  и действующие на него силы (рис.18.1, б): 
[image: image127.bmp] (сила тяжести); 
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 (реакция ленты) и 
[image: image3.wmf]a

cos

f

g

m

f

N

F

r

r

r

=

=

 (сила трения). Проекции этих сил на ось Ох имеют значения: Gx = mg sin (; Nx = 0; Fx = mgf cos (.

Дифференциальное уравнение движения в проекции на ось Ох будет
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    или сокращая на m,

dvх / dt = g (f cos ( - sin (). После разделения переменных будем иметь       dvх  = g (f cos ( - sin () dt.

 Интегрируя последнее выражение, получим

vх = g (f cos ( - sin () t + C1.

Постоянную интегрирования найдем из начальных условий

t = 0; vх = v; C1 = v.

Окончательно уравнение скорости будет иметь вид

vt = g (f cos ( - sin () t + v.               (1)

Заменим  vх на   dx / dt, тогда  dx / dt  = g (f cos ( - sin () t + v.

Разделив переменные и проинтегрировав это уравнение, получим

x  = g (f cos ( - sin () t2 / 2 + v t + С2 .

Постоянная интегрирования С2 = 0 (согласно начальным условиям) и окончательно будем иметь

x  = g (f cos ( - sin () t2 / 2 + v t ;       (2)

Определим время t1 скольжения куска угля по ленте при помощи уравнения (1) при условии, что  по окончании скольжения его скорость станет равна скорости ленты    vх = u
u = = g (f cos ( - sin () t1 + v,, отсюда
t1 = (u – v) / g (f cos ( - sin ().
Путь скольжения куска угля по ленте определим из уравнения (2), считая t = t1
 s = g (f cos ( - sin () (u – v)2 / 2 g2 (f cos ( - sin ()2 + v (u – v) / /g (f cos ( - sin ();

s = (u2 – v2) / 2 g (f cos ( - sin () .

Ответ:  t1 = (u – v) / g (f cos ( - sin (); 

              s = (u2 – v2) / 2 g (f cos ( - sin ().

18.2.

Р е ш е н и е.  На самосвал при его торможении действуют сила тяжести   mg,  нормальная реакция     N  и сила торможения  F = =F0t/t1 , направленная противоположно движению самосвала. Примем  начало торможения с началом  отсчета времени. Тогда начальные условия  будут:  t = 0;  х = 0; v0 = 18 км/ч = 5 м/с. 

Составляя уравнение движения в проекциях на горизонтальную ось, совпадающую с траекторией движения самосвала, получим 
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Заменим в этом уравнении  
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  и разделив переменные, проинтегрируем его. Получим

vx = -F0 t2 / 2m t1 + C1.

Постоянную интегрирования найдем из начальных условий  С1 = v0. Окончательно уравнение скорости будет иметь вид

vx = v0  -F0 t2 / 2m t1 .    (1)

Найдем значение скорости v1  в  момент  времени  t1 =   = 0,3 с

v1 = v0  -F0 t12 / 2m t1  =  v0  -F0 t1 / 2m = 5 - 400(0,3 /2(100 = 4,4 м/с.

Уравнение скорости (1) перепишем следующим образом

dx / dt = v0  -F0 t2 / 2m t1.

Проинтегрируем это уравнение предварительно разделив переменные, получим
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C2 = 0 (из начальных условий). Окончательно будет
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Найдем путь, пройденный самосвалом за время t1 = 0,3 c
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Ответ:  v1 =  4,4 м/с;  s =1,44 м.

 18.3 

Р е ш е н и е. Дифференциальное уравнение движения в этом случае будет выглядеть следующим образом:
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Введем обозначения; b = F0/ (mt) = 400 /(100(0,3) = 13,33 м/с3;  k = ( / m = 4 / 100 = 0,04 с-1. Уравнение движения запишем в виде
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Имеем  дифференциальное уравнение первого порядка, решение которого  (спрвочник И.Н.Бронштейн, К.А.Семендяев, стр. 441)
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Интеграл внутри (1)  в пределах времени от  0 до  T дает решение 
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Тогда уравнение (1) получится в виде
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Постоянную интегрирования найдем из начальных условий: при t = 0;  v = v0; C = v0 – b / k2.

Окончательно скорость в любой момент времени будет определяться
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Найдем скорость самосвала в момент времени  t = T = 0,3 c. Скорость v1 будет равна
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]=
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Найдем путь, пройденный самосвалом за это время при условии, что  v = ds / dt. В уравнении (2) разделим переменные и проинтегрируем его в пределах  s меняется от 0 до s1, а время – от 0 до  t1, получим
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Ответ: s1
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18.4. 
Р е ш е н и е. Согласно рис.18.4, на поршень будут действовать две силы: силу давления на поршень 
[image: image24.wmf]ps
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, где s = ( d2 / 4  и  сила сопротивления 
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, направленные по одной оси в противоположные стороны. Начальные условия: t = 0; x = 0; v = 0/

Дифференциальное уравнение движения будет иметь вид:

m dv / dt = p s – R.                (1)

Давление  p и скорость v связаны зависимостью  
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, откуда  p = p0 – v2 / k2.

Подставим найденное значение  р в уравнение (1), получим

m dv = [(p0s – R) – s v2 / k2] dt.

Разделим переменные и проинтегрируем  выражение
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После интегрирования получим
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Постоянная интегрирования С1 = 0 (исходя из начальных условий).

Введем обозначения: 
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Тогда, решая выражение (2) относительно v, получим 

x = u ln [ch (bt)].           (3)

Координату поршня найдем из (3), переписав его в следующем виде

dx / dt = u th (bt).

Разделив переменные и проинтегрировав это выражение, получим 

x = u ln [ch (bt)] + C2.,

 где  С2 – постоянная интегрирования, которая из начальных условий равна нулю.

Окончательно имеем

x = u ln [ch (bt)]

Ответ: x = u ln [ch (bt)]; x = u ln [ch (bt)].
18.5. 

Р е ш е н и е.  Обозначим абсолютную скорость частицы минерала через v. Плотность воды (в = 1 г/см3 . на частицу минерала действует сила тяжести  mg =  V(g; давление струи 
[image: image31.wmf](
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, где vr = u – v – скорость точки относительно воды и выталкивающая сила Fв= 1V g = Vg (рис.18.5, б). 

Дифференциальное уравнение движения в проекциях на вертикальную ось 
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Разделим уравнение на  m = V( и обозначив через 

g0 = (( - 1)(g/ (, получим дифференциальное уравнение 
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В спокойной воде предельную скорость обозначим через  с. Тогда по условию равновесия

( с2 + Vg = Vg (.

Отсюда будем иметь с учетом ранее введенных обозначений
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Подставим это выражение в уравнение (1)
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 Разделим переменные и проинтегрируем в пределах, когда скорость меняется от 0 до u, а время – от 0 до Т
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Решение этого интеграла дает 
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Подставив пределы интегрирование, определим время движения частицы, через которое она приобретет скорость струи
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Абсолютную скорость частицы в функции времени t найдем из уравнения (2), проинтегрировав его в пределах
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получим
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После преобразований будем иметь
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Ответ: 
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18.6. 

Р е ш е н и е.  Абсолютную скорость частицы обозначим v и на частицу будут действовать сила тяжести mg и сила сопротивления воздуха  F = ((u – v)2 (рис. 18.6, б). Дифференциальное уравнение движения будет иметь вид
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Разделим на массу и обозначим ( ( m = k, получим
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При установившемся движении  скорость частицы обозначим vn и тогда из условий равновесия можно записать
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Обозначим  
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C учетом полученного уравнение (1) будет иметь вид
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Интегрируем это выражение в пределах 
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Решение этого интеграла дает 
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После подстановки пределов интегрирования, получим
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Обозначим   
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Решая полученное уравнение относительно скорости, получим
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Ответ:  
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18.7. 
Р е ш е н и е. На частицу угля при движении ее по шероховатой наклонной поверхности действуют сила тяжести 
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, сила нормального давления 
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 , выталкивающая сила 
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, сила со стороны потока 
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 и сила трения  
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(рис.18.7,б).

Определим по модулю эти силы.

Сила тяжести mg = V( g; сила нормального давления Ff = mg cos (; выталкивающая сила Fa =V g 10-3; сила трения Ff = ( mg – Fa) f cos (; сила, действующая со стороны потока  F = 1,6(10-3vr2=1,6(10-3 (u – v)2 , где V - объем частицы, см3; v - абсолютная скорость частицы.
При установившемся движении dv / dt = 0, поэтому сумма проекций всех сил на ось х, совпадающую с поверхностью желоба будет равна нулю.

F + mg sin ( - Ff – Fa sin ( = 0.
1,6(10-2 (u – v)2 + V ( g sin ( - V ( g sin ( - (V ( g - V ( g)f cos ( = 0.
После алгебраических преобразований получим
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Подставим численные значения 

16 (u – v)2 / 0,5 = 9,81((1,5 – 1)(0,4 cos 15( -sin 15();
(u – v)2 = 0,01955;
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 EMBED Equation.3  [image: image68.wmf]139
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;
v = u – 0,139 = 1,5 – 0,139 = 1,36 м/с.

Ответ: v = 1,36 м/с.

18.8. 
Р е ш е н и е.  На рис. 18.8  проведем ось Оx, вдоль траектории движения подъемника и  покажем силы, действующие на него. Проекции этих сил на ось будут равны: Gx = mg sin (; F = F0 + k s. Начальные условия: при t = 0  v = v0; F = F0. 

Дифференциальное уравнение движения будет иметь вид:
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или  
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Чтобы свести это уравнение к уравнению с разделяющимися переменными преобразуем производную скорости  по времени на первую производную от скорости  по координате s.
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  и  введем обозначение R = F0 - mg sin (.

Тогда будем иметь

m v dv / ds = - k s – R
 или,  разделяя переменные,  получим
                                 m v dv = -  (R +- ks) ds.                       (1)

Проинтегрируем уравнение (1) в пределах: скорость меняется   от  v0  до 0, а расстояние - от 0 до s
Окончательно будем иметь
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Перепишем  полученное уравнение в виде

k s2 + 2 R s – m v02 = 0.
Решение этого уравнения дает корни 
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Учитывая, что  s > 0  будем иметь
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Для определения времени торможения Т от момента t0 до остановки  уравнение (1) решим относительно v , проинтегрировав его при условии, что  скорость меняется от v0 до  v, а путь – от 0 до s.
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Окончательно, выбирая только положительный корень, будем иметь
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Заменим  скорость v = ds / dt и, разделяя переменные, получим
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Интегрируем полученное уравнение
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Этот интеграл имеет решение
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Из уравнения (2) имеем  
[image: image82.wmf]2
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Ответ: 
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             где R   = F0 - mg sin (.

18.9. 
Р е ш е н и е.  К тому моменту, когда канат выпрямится (натянется)  при падении клети (отрезок ВО, рис. 18.9, б) ее скорость достигнет
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Дифференциальное уравнение движения на этом участке будет иметь вид
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где  C y –  сила упругости каната, под действием которой происходит натяжение каната.  С – коэффициент упругости.

Точка О – положение статического равновесия. Ниже точки О на клеть будут действовать сила тяжести и сила упругости каната, равная  
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 (рис. 18.9, б). Уравнение равновесия в точке О будет иметь вид: 

- C y = mg – C ((ст + y).

Отсюда найдем  коэффициент пропорциональности 
C = m g / (ст.
Подставим значение коэффициента С в уравнение (1), будем иметь
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Получили дифференциальное уравнение второго порядка, которое перепишем в виде
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Характеристическое уравнение 

k2 + q / (ст, , где 
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Решение уравнения (2) имеет вид


[image: image93.wmf]kt

C

kt

C

y

sin

cos

2

1

+

=

;


[image: image94.wmf]kt

k

C

kt

k

C

y

cos

sin

2

1

+

-

=

&

.

Полагая, что при t = 0  y0 = - (ст; 
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будем иметь

С1 = (ст; С2 = v0/ k.

Тогда
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Уравнение (2) представляет собой дифференциальное уравнение свободных  колебаний при отсутствии сопротивления. При этом  максимальное удлинение каната будет равно

(max =  (ст + А, где А – амплитуда колебаний
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Следовательно 
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Ответ: 
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18.10. 

Р е ш е н и е. Рассмотрим  движение бойка на участке длиной   0 ( S ( S1 = 60 мм = 0,06 м. На этом участке  боек движется под действием постоянной силы

F1 = Fmax = (p ( d2/ 4 .

 Скорость на этом участке меняется  от  0 до v1. Дифференциальное уравнение движения на этом участке будет иметь вид
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Выразим ускорение через скорость
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Тогда уравнение (1) можно записать
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Интегрируем это уравнение в указанных пределах
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После интегрирования получим
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Из уравнения (1) найдем ускорение  на первом участке пути
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Время движения по этому участку определится по формуле
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После подстановки в это выражение значения Fmax, получим
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Определим скорость в конце первого участка
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Рассмотрим второй участок движения бойка в пределах  S1 ( S1 ( l . Скорость меняется от v1  до v2 и на этом участке сила не постоянна. Выразим ее через Fmax (см. график рис. 18.10)
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Дифференциальное уравнение движения на втором участке
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После интегрирования  получим
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Решая его относительно  v,  будем иметь
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При S = l    v = v2 
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Для определения времени движения по второму участку дифференциальное уравнение движения запишем в виде


[image: image118.wmf]1

max

S

l

S

l

F

dt

dv

m

-

-

=

  или

m d2S / dt2 = [Fmax/ (l – S1)](l-S).
Перепишем это уравнение в другой форме
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где B2 = Fmax / m (l – S1).
Это уравнение имеет решение в виде

S = C1 cos Bt + C2 sin Bt;
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При t =0    S = S1,  
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    отсюда С1 = S1 – l; C2 = v1/B.

При t = t2    S = l , тогда 
l = C1 cos B t2 + C2 sin B t2 + l.
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Отсюда  B t2 =  0,593  радиана.
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Полное время движения

T = t1 + t2 = (1,53 + 0,61) 10-2 = 2,14(10-2 c.

Ответ: T =  2,14(10-2 c; .v2 = 9,48 м/с.
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